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Inledning

Det finns flera studier dar manniskans olika formagor undersokts och utifran dessa studier har
slutsatsen dragits att de &r medfédda, men att de framfor allt kan utvecklas (Bloom & Sosniak,
1985; Monks & Ypenburg, 2009; Ziegler, 2010). Studier som specifikt har undersokt den
matematiska formagans struktur har visat att aven den kan utvecklas och att detta sker vid
deltagande i matematiska aktiviteter, exempelvis problemlésning (Juter & Sriraman, 2011,
Krutetskii, 1976; Rosca & Zorgd, 1973; Sheffield, 2003). Enligt Krutetskii (1976) ar den
matematiska formagan komplex och bestar av ett antal olika delférmagor. | denna studie har
vi anvant oss av dessa delférmagor for att kunna identifiera om elever besitter det vi
bendmner hog matematisk formaga.

Elever med hog matematisk begavning far i traditionell, svensk matematikundervisning inte
alltid de utmaningar de behdver for att utvecklas utifran sin potential (Pettersson,

2011). Enligt Pettersson (2011) kan detta leda till att de tidigt tappar intresset fér
matematikamnet, och féljaktligen inte heller nar sa langt i sina resultat som de borde kunna
utifran sin formaga.

Vi har valt att inrikta var studie pa en av de delférmagor som har definierats av

Krutetskii (1976). Manga elever med hég matematisk formaga uppvisar delférmagan att
forkorta sina matematiska resonemang och berdkningar (Krutetskii, 1976), vilket gor att deras
kunskaper och forstaelse inte alltid blir tydlig vid bedémning i skolsammanhang. Eftersom
Skolverkets styrdokument for bedémning av kunskapskraven i matematik (Skolverket, 2019)
utgar fran fem matematiska formagor, dar resonemangs- och kommunikationsférmaga ingar,
kan beddmningen av dessa elevers prestationer darfor bli missvisande. Eftersom vi vill
forsoka hitta en mojlighet att anpassa undervisning och beddmning for den aktuella
elevgruppen, vill vi understka deras problemldsningsprocess nar den sker i ett kollaborativt
arbetssatt och vid en gemensam arbetsyta. Detta for att se om vi kan identifiera nagra faktorer
som kan bidra till ett mer utvecklat resonemang.

Lithner (2008) har definierat matematiska problem som kan ge upphov till en
resonemangskvalitet vilken kan ses som motsatsen till ett forkortat resonemang, och darfor
har vi valt att anvanda den problemtypen.

Nér det géller problemldsning har Polya (1966) visat att den matematiska
problemldsningsprocessen kan delas in i olika sekvenser, och for att kunna analysera
innehallet i dessa anvéander vi oss av en analysmall enligt Roschelle och Teasley (1994).
Denna analysmall utgar fran att eleverna anvander ett kollaborativt arbetssatt. Vi har valt att
undersoka just detta arbetssatt eftersom vi inte har hittat ndgra studier kring dess betydelse for
elever med hog matematisk begavning,

Samtidigt vill vi dven undersdka vad en gemensam arbetsyta kan ha for betydelse for att det
matematiska samtalets resonemangsinnehall ska utvecklas. Enligt Liljedahl (2014), som
undersdkt gemensamma arbetsytor som medierande redskap vid problemlésning, har de en
avgorande betydelse for problemldsningsprocessen. Darfor ar det intressant att undersdéka om
en gemensam arbetsyta &ven kan bidra till ett mer utvecklat resonemang for elever med hog
matematisk begavning.



Syfte och fragestallningar

Syftet ar att undersoka vilka faktorer som kan bidra till att elever i arskurs 9 med hog
matematisk begavning ges majlighet att utveckla och fortydliga sina forkortade resonemang,
nér detta sker i en kollaborativ problemlésningsprocess vid en gemensam arbetsyta.

De preciserade fragestallningarna ar:

e Vad i det matematiska samtalet leder till ett mer utvecklat resonemang for matematiskt
begavade elever i arskurs 9, under en kollaborativ problemldsningsprocess?

e Pavilket satt bidrar en gemensam arbetsyta under ovannamnda process till ett
matematiskt samtal som resulterar i ett mer utvecklat resonemang?

Teoretiskt ramverk

Under denna rubrik kommer vi ga igenom studiens huvudsakliga ramverk och da férst
beskriva Krutetskiis matematiska formagor (1976) som grund for det vi valt att undersoka.
Dérefter beskrivs ramarna for olika slags resonemang (Lithner, 2008) som understod for
utformningen av problem vilka kan skapa forutsattningar for ett kreativt resonemang.
Eftersom vi vill undersdka processen dér ett forkortat resonemang utvecklas anvands aven
Lithners ramverk (2008) for att definiera det vi kallar ett utvecklat resonemang, samt for att
klargdra vad ett forkortat resonemang saknar. Till sist gors en sammanfattning av Roschelles
och Teasleys (1994) teoretiska ramverk for samarbete och gemensam arbetsyta, vilket
anvands for att strukturera och analysera vart insamlade dataunderlag med stod i
problemldsningssekvenser definierade i ramverket Joint Problem Space (JPS). Lithners
resonemangsperspektiv (2008) som utgar fran ett individuellt resonemang, kompletteras pa sa
sétt av Roschelles och Teasleys samarbetsperspektiv (1994).

| den hér studien har vi ett sociokulturellt perspektiv (Vygotsky, 1987) dar utgangspunkten ar
att vi manniskor l&r oss och utvecklas i sociala aktiviteter tillsammans med andra, exempelvis
vid ett kollaborativt arbetssétt (Roschelle & Teasley, 1994) dar ett gruppsamarbete sker
synkront under ett matematiskt samtal.

Matematiska formagor enligt Krutetskii

Den har studiens syfte och fragestallningar utgar ifran de matematiska formagor hos elever
med hog matematisk begavning som beskrivs av psykologen Krutetskii (1976). Hans
slutsatser kring dessa formagor ar empiriskt grundade pa tolv ars studier av 200 elever, vilket
utgor ett i sammanhanget ovanligt stort material. Krutetskii beskriver tre matematiska
huvudférmagor som i sin tur bestar av flera delférmagor och bland dem namns formagan att
forkorta matematiska resonemang.



Krutetskiis matematiska formagor (1976) beskrivs i en 6versattning av Szabo (2013):

”A. Férmdgan att insamla och formalisera matematisk information
o tex. formagan att upptacka den formella strukturen i ett matematiskt problem.

B. Férmagan att bearbeta matematisk information

e t.ex. formagan att tanka logiskt inom omraden som representeras av kvantitativa och spatiala
samband samt numeriska och algebraiska symboler,

o formagan att tdnka och uttrycka sig med hjalp av matematiska symboler,

o formagan att effektivt kunna generalisera samband, raknemetoder och egenskaper hos
matematiska objekt,

e formagan att forkorta matematiska resonemang och tillhérande berakningar,

o flexibilitet i tinkandet samt en strdvan efter klarhet, enkelhet, elegans och rationalitet i
l6sningar.

C. Formagan att minnas matematisk information
¢ s.k. matematiskt minne, det vill séga. ett generaliserat minne fér matematiska samband,
typiska egenskaper, problemlésningsmetoder samt mentala strukturer for argumentation och
bevisforing.

D. Ovanstaende formagor resulterar i en allman och sammansatt formaga, som manifesteras i ett
matematiskt sinnelag.” (Szabo, 2013, s. 27-28).

Det finns inga entydiga definitioner pa vad begreppet formaga innebar, men den tolkning vi
har utgatt ifran beskrivs av Koshy, Ernest och Casey (2008). Tolkningen innebaér att en
formaga ar en psykologisk egenskap i form av en potential som gor det mojligt att gora
framsteg i en matematisk aktivitet.

| den har studiens kontext ar det intressant att lyfta att Skolverkets fem formagor som ligger
till grund for svensk grundskolas langsiktiga mal i kursplanen for matematik (Skolverket,
2019) grundas pa atta kompetenser som beskrivs i det danska Kom-projektet (Niss och
Jensen, 2002). Dessa kompetenser betecknar en rad utbildningsmal som ska genomsyra varije
moment i den danska kursplanen i matematik. Skolverkets (2019) férmagor ar saledes en
teoretisk konstruktion, dar begreppet kompetens har bytt namn till formaga (Helenius, 2006).
De matematiska formagorna ar alltsa egentligen kopplade till individen sjélv och darfor
oberoende av skolans forvantningar i enlighet med tolkningen av Koshy, Ernest och Casey
(2008). Kompetenserna daremot, bestdms av skolans forvantan pa individen och kan bara i en
matematisk aktivitet ge indikationer pa vilka underliggande formagor som individen besitter.

Krutetskii (1976) daremot menar att de i citatet ovan (Szabo, 2013, s. 27-28) beskrivna
delférmagorna visar sig i ett “matematiskt sinnelag”. Nar vi utifran Krutetskii (1976)
definierar vad ett forkortat resonemang &r, utgar vi fran att det ar ett pastaende eller berakning
som &r korrekt. Det som saknas &r en matematiskt forankrad motivering, eftersom
formedlaren har svart att uttrycka sina matematiska tankar i ord. Detta ska inte forvaxlas med
otydliga formuleringar eller sprakliga svarigheter. Exempel pa formagan att forkorta
resonemang finns beskriven i en fallstudie dar den matematiskt hogt begavade Terence Tao
har studerats sedan barndomen till vuxen alder (Clements, 1984). Studien visar att trots vuxen
alder och framstaende akademiska meriter, kvarstar fenomenet géllande svarigheterna med att
forklara matematiska tankar och idéer.



Kreativt resonemang

Bakgrunden till Lithners ramverk (2008) &r att elever ofta lar sig matematik genom att néta in
och komma ihag, detta trots att skolans styrdokument har haft formuleringar kring
problemldsning sedan Lgr 80 (Skoldverstyrelsen, 1980) och fortydligat dessa i bade LPO 94
(Utbildningsdepartementet, 1994) och LGR 11 (Skolverket, 2019). Genom ett flertal
empiriska studier kring inlarningssvarigheter och sétt att resonera matematik, har Lithner
(2008) format ett ramverk som beskriver olika typer av matematiska resonemang. Grundidén
med ramverket ar att matematiska resonemang delas in i de tva huvudkategorierna; imitativt
och kreativt. Syftet med ramverket ar att karakterisera de tva resonemangstyperna och vad
som ligger bakom dessa.

Imitativt resonemang innebdr att eleverna ”imiterar” metoder och 16sningar som de har métt
flera ganger tidigare i rutinuppgifter. Kreativt resonemang innebar daremot att eleverna loser
ett problem som de inte métt tidigare dar de behéver finna nya, okanda vagar for att na fram
till en 16sning. De behdver ha vissa kunskaper for att kunna I6sa problemet, men problemet
bor vara utformat sa att de kan hitta en 16sning genom att tdnka “utanfér boxen”.

Att 16sa samma typ av problem ett flertal ganger gor att eleven kan l6sa ytterligare liknande
sadana genom att anvanda ett imitativt tankesatt. Detta resonemang saknar en djupare
forstaelse vilket innebar att detta tankesétt inte racker till om problemet utformas pa ett annat
satt. For att I6sa problemet kravs da en djupare forstaelse, ett kreativt tankesatt. Dessa tva
huvudtyper av resonemang har Lithner (2008) sedan utgatt fran vid kategoriseringen av
matematiska resonemang i ett teoretiskt ramverk. Begreppet matematiskt resonemang
definieras i ramverket som det resonemang som anvénds for att skapa och komma fram till
pastaenden och slutsatser vid I6sning av problem.

Sjalva inneborden av begreppet kreativ beror ju pa sammanhanget. Men i ramverket for
matematiskt resonemang definieras ett kreativt resonemang bade utifran hur annan forskning
beskriver begreppet samt de empiriska studier som ramverket grundar sig pa. Berggvist och
Lithner (2005) beskriver i sin studie sjalva bakgrunden till hur ett kreativt resonemang
definieras enligt ramverket. En forenklad bild av anvandandet av ett kreativt resonemang ar
att det anvéands under problemlsningsprocessen kring problem som inte &r av rutinmassig
karaktar. For att ett resonemang ska vara ett matematiskt grundat kreativt resonemang, ska det
enligt ramverket uppfylla foljande fyra kriterierna (Bergqvist & Lithner, 2005):

1. Nagot nytt. Ett for den resonerande nytt resonemang skapas, eller ett glomt
resonemang aterskapas.
2. Flexibilitet. Det ska finnas olika satt att angripa och hantera situationen.

3. Rimlighet. Det framfors argument eller motiveringar till varfor de valda satten att 16sa
problemet &r korrekta eller rimliga.

4. Matematiskt grundat. Argumenten for den valda losningsstrategin ska innehalla
matematiskt férankrade motiveringar.



Joint Problem Space

Joint Problem Space (JPS) innebér att eleverna arbetar i ett kollaborativt arbetssatt under
diskussion vid en gemensam arbetsyta, med syftet att uppna en gemensam, dverenskommen
kunskap och forstaelse. Med kollaborativt samarbete menas att eleverna arbetar med samma
idé, forslag, strategi eller 16sning samtidigt. Motsatsen &r att de delar upp arbetet mellan sig
for att sedan foga samman de olika delarna, det vill sdga kooperativt samarbete (Roschelle &
Teasley, 1994). Vi har dven indikationer pa att matematisk begavade elever foredrar
kooperativt samarbete i homogena grupper (Szabo, 2017).

Roschelle och Teasley (1994) har h&vdat att den grundldggande aktiviteten i samverkande
problemldsning ar skapandet och underhallet av JPS. Ett gemensamt problemutrymme (JPS)
ar en forstaelse, som har forhandlats fram gemensamt, och som stoder
problemldsningsaktiviteten genom att integrera foljande fragor:

a. Malet, det vill saga vart ska vi?

b. Beskrivning av den aktuella problemstatusen, det vill saga var star vi nu?

c. Medvetenhet om tillgangliga problemldsande atgarder, det vill saga hur kommer vi till
malet?

For att konstruera en JPS maste eleverna delge varandra individuella kunskaper, forstaelse
och idéer sa att de utifran dem kan forhandla fram gemensamma mal, kunskaper och
I6sningsstrategier. For att under tiden behalla sin JPS maste de 6vervaka och kontrollera
I6sningsprocessen genom att inse och reparera missuppfattningar och oenigheter, samt besluta
om lampliga l6sningsstrategier.

For att uppratta en gemensam forstaelse i det kollaborativa samarbetet &r eleverna beroende
av dialog, det vill sdga spraket, samt olika handlingar som gester och olika typer av atgarder
(t. ex rita, skriva, peka). En JPS maste alltsa skapas av eleverna genom kollaborativt
samarbete kring en gemensam arbetsyta, utifran dialog och handlingar samt dessutom
underhallas och repareras under arbetets gang.

En gemensam arbetsyta kan utgdras av en whiteboardtavla med whiteboardpennor.
Horisontella whiteboardtavlor har anvants som medierande redskap av Liljedahl (2016) vid
kollaborativ problemldsning, och visade sig da ha stor betydelse for att fa igang och
underhalla problemldsningsprocessen. Just den horisontella whiteboardtavlan visade sig
dessutom vara 6verlagsen andra manuella alternativ som bladderblock, skrivhaften samt
liggande whiteboardtavlor. | andra studier har en dator med en viss programvara anvants som
gemensam arbetsyta med samma effekt (Roschelle & Teasley, 1994; Granberg & Olsson,
2015).

For att uppratthalla det kollaborativa arbetssattet och den gemensamma arbetsytan gors
"insndvningar™ (narrations). Vid en dator innebdr det att eleverna bara har en dator, en mus
eller tangentbord. Vid en whiteboardtavla, som vi anvande i var studie, kan det innebéra att
eleverna bara har en enda penna eller uppmanas att skriva pa tavlan en i taget. Detta gor att de
som inte skriver kan dvervaka det som skrivs, och darmed kommentera, fraga, argumentera
for eller mot den aktuella idén, medan den som skriver far motivera, forklara och delge sin
idé. Pa sa satt uppstar muntliga diskussioner som syftar till att eleverna tillsammans
accepterar, forkastar eller utvecklar foreslagna idéer, antaganden, samband eller
I6sningsstrategier.



| ramverket finns ett antal analyssekvenser vilka utgor ett redskap for att studera elevernas
arbete med problemet. Med dessa sekvenser som definieras nedan gar det att strukturera och
analysera dataunderlaget, det vill s&ga transkriberingarna av lektionerna. De fyra sekvenserna
ar definierade av Roschelle och Teasley (1994) och definieras i korta drag enligt foljande:

(): Satta sig in i problemet och komma 6verens om ett mal, det vill sdga initiera
resonemangssekvensen och starta upp JPS

(S): Skapa, implementera och utvardera l6sningsstrategierna, vilket ofta gors i en diskussion
dér turn-taking och if-then utgor en stor del.

(F): Upptacka och hantera missuppfattningar, oenigheter och avvikelser under férhandling som
inkluderar acceptans och reparation

(L): Losa problemet och pa sa satt na malet

Som beskrivits tidigare definierade Roschelle och Teasley (1994) samarbete som "en
samordnad, synkron aktivitet som &r resultatet av ett fortsatt forsok att konstruera och
uppréatthalla en gemensam uppfattning om ett problem™ (Roschelle & Teasley, 1994, s. 70).
Baserat pa denna uppfattning introducerade Roschelle och Teasley begreppet gemensamt
problemutrymme som den delade och socialt forhandlade kunskapsstrukturen som bestar av
mal, en beskrivning av den aktuella problemstatusen och medvetenhet om tillgangliga
problemlGsningsatgarder. JPS innehaller alltsa en férhandlad och gemensam forstaelse av de
redan namnda fragorna: Var ar vi pa vag, var ar vi just nu och hur kommer vi dit?

Kommunikation mellan individer foljer ett val specificerat véxelspel som beskrivs av
lingvister och sociologer (Schegloff & Sacks, 1977). Turn-taking &r ett viktigt begrepp i
sammanhanget som beskriver vaxelspelet i dialogen. Det innebdr att en deltagare borjar en
mening eller en idé, och en annan bygger vidare eller slutfér den i en efterféljande utsaga.
Fragor, acceptanser, meningsskiljaktigheter och reparationer ar ytterligare begrepp som
anvands for att beskriva innehall och struktur i samtalet eftersom de visar hur val deltagarna
forstar varandra (Clark & Schaefer, 1989).

Metod

Urval

De deltagande eleverna i studien gick i arskurs 9 nér studien genomfordes. Urvalet av
eleverna skedde genom att varje elev granskades utifran de av Krutetskii (1976) definierade
matematiska férmagorna. Detta sakerstalldes genom att en av forfattarna har undervisat
eleverna under tva ar. Eleverna som bedémdes uppfylla minst tre av dessa formagor erbjods
att vara med i studien, och nio av dessa tackade ja till medverkan. Inriktningen pa studien har
varit kvalitativ med medvetenhet om det begrénsade elevunderlaget.



Val av problem

Vi har valt att i denna rapport fokusera pa tva matematiska problem (se bilaga 1). Problem 1
hamtades fran matematiktavlingen Pythagoras Quest (2009) och problem 2 fran Attila Szabos
licentiatuppsats (2013). De bada problemen behandlar samma matematiska omrade, geometri,
och har valts ut med hjélp av Lithners ramverk for resonemang (2008). Dessutom har vi utgatt
fran Lithners senare fortydliganden géllande problemens design for att mojliggora ett kreativt
resonemang (Lithner, 2017). Valet av svarighetsgrad pa sjalva problemen har utgatt fran
antagandet att det ska innehalla nagot som &r nytt och intellektuellt utmanande for eleverna
samt ligga inom deras proximala utvecklingszon (Lithner, 2008; Schoenfeld, 1985; Vygotskij,
1987). Med hjalp av Lithners (2008) ramverk for att skapa ett kreativt problem har vi valt ut
matematiska problem som &r utformade for att stimulera eleverna till ett kreativt resonemang.
Problemen visas i korthet nedan, for fullstandig beskrivning samt forslag pa losningar, se
bilaga 1.

Problem 1: Talen i figuren visar omkretsen i var och en av de 4 trianglarna. Vad ar omkretsen
av den stora triangeln? (se bilaga 1 for ytterligare information om problem 1).

27
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16 24

Figur 1. Problem 1 — trianglar.

Problem 2: I en halvcirkel ritar vi ytterligare tva halvcirklar, enligt figuren nedan. Ar den stora
halvcirkelns langd storre, mindre eller lika med summan av de tva inskriva halvcirklarnas
langder? (se bilaga 1 for ytterligare information om problem 2).

Figur 2. Problem 2 — halvcirklar.

Det maste dven undersokas att eleverna inte har stott pa problemen eller liknande sadana
tidigare. Det gors genom att undersdka de laromedel som de har arbetat med samt samtal med
undervisande larare till eleverna. Dessutom har foljande fraga stallts till eleverna: Har du stott
pa det har problemet eller liknande tidigare? En majlig felkalla kan vara att eleven glomt eller
inte beréattat att denne stott pa liknande problem tidigare, men vi bedémer dnda utifran
elevernas agerande och lIdsningsforfarande att problemen var nya for dem.

Genomforande av lektionerna som ingick i studien dgde rum i ett klassrum tillsammans med
tva larare, det vill sdga denna studies forfattare. Varje lektion borjade med att eleverna fick
var sitt papper med det matematiska problemet, vilket lararen dven laste upp hogt sa att
eleverna skulle fa problemet presenterat bade auditivt och visuellt. De fick fundera enskilt pa
problemet under tva till tre minuter. Efter detta delade lararen in eleverna i tre grupper med
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tva till tre elever i varje grupp, beroende pa narvaro. Enligt Liljedahl (2014) har en av lararen
slumpvis indelning i grupper en mer positiv effekt pa elevernas problemldsningsprocess, an
om de far vélja sjalva vilka de ska arbeta med. Vid de tre olika lektionstillfallena gjordes en
ny gruppindelning varje gang for att undvika att resultaten berodde pa en viss
gruppsammansattning.

Varje grupp hade tillgang till en egen whiteboardtavla dar de ombads att skriva ner tankar,
I6sningar eller liknande. Grupperna arbetade med problemet framfor whiteboardtavlan under
diskussion och varje grupp redovisade en gemensam l6sning pa tavlan. Eleverna
uppmuntrades att arbeta kollaborativt, vilket de gjort tidigare vid flertalet tillfallen och inte &r
frammande for. Aven det kollaborativa arbetssattets positiva paverkan pa
problemldsningsprocessen har dokumenterats av Liljedahl (2016).

Vid varje grupp fanns en iPad som filmade whiteboardtavlan och en iPad med extern
mikrofon som bade filmade gruppen och tog upp allt ljud. Hela lektionen dokumenterades pa
detta satt.

Under tiden eleverna arbetade forsokte vi halla lararens inblandning pa sa Iag niva som
mojligt for att minska risken for guidning och paverkan kring elevernas losningar och
metodval. Enligt Liljedahl (2016) stimuleras problemldsningsprocessen av ett sadant
forhallningssatt fran lararens sida.

Efter lektionerna med eleverna har alla videofilmerna transkriberats, dels for att fa en djupare
forstaelse for dataunderlaget, dels for att fa 6kad tydlighet géllande handelseforloppet.
Bryman (2011, s. 429) forklarar vikten av att transkribera en text for 6kad forstaelse och
menar pa att transkribering av empirin underlattar fér en noggrannare analys av vad som sagt
samt upprepade genomgangar samt strukturering av materialet kan ske genom att materialet
transkriberas. Dataunderlaget strukturerades sedan med hjalp av tva analysscheman vilka
beskrivs vidare under avsnittet analys.

Forskningsetiska dvervaganden

Vid projektstarten fick eleverna information om forskningen och deras rattighet att dra sig ur
nar som helst under studiens gang. Denna information hade de aven fatt skriftligt pa ett
informationsblad/godkannande som de gatt igenom hemma tillsammans med sina
vardnadshavare. Informationsbladet bygger pa Stockholm Teaching & Learning Studies
grundmall och innehaller dvervaganden kring forskningsetiska radets fyra huvudkrav,
informationskravet, samtyckeskravet, konfidentialitetskravet och nyttjandekravet
(Vetenskapsradet, 2012). Innan studien pabdrjades samlade vi in skriftligt godkannande fran
samtliga deltagare och deras vardnadshavare.

10



Analys

Analysen genomfordes genom att anvanda teoretiska begrepp som involverar kreativt
resonemang (Lithner, 2008) och samverkande problemlésning med hjélp av Joint Problem
Space (Roschelle & Teasley, 1994).

For att svara pa forskningsfragorna strukturerades och analyserades data med hjélp av
Roschelles & Teasleys (1994) tidigare presenterade ramar. Dataunderlaget, det vill sdga
transkriberingarna strukturerades i en analysmall enligt ramverkens aktivitetssekvenser:

(I): Satta sig in i ett problem samt skapa ett mal, det vill sdga initiera resonemangsekvensen
och JPS;

(S): Skapa, implementera och utvardera lésningens strategier;
(F): Observation och hantering av missuppfattningar och avvikelser under férhandlingar

(L): Losa problemet och darmed na malet.

Deduktiv analys

| den deduktiva analysen undersokte vi problemlésningsprocessens olika sekvenser enligt
ramverket for JPS (Roschelle & Teasley, 1994). Vi identifierade da analysmallens fyra olika
sekvenser och dvergangar genom att analysera elevernas utsagor. Elevernas agerande som tog
sig uttryck i att gestikulera samt skriva, rita och peka pa tavlan, noterades och anvéandes
ocksa. Exempel 1 visar delar av processen nér en av grupperna arbetade med problem 1.

Exempel 1: Problemldsningssekvenser och évergangar enligt analysmall i problem 1.

Han- | Utsaga Agerande Sekvens
delse enligt
analysmall
Love: Jag borjar rita upp figuren da. Love: Gar fram till tavlan |
2 Tom: Det ar ok Tom: Satter upp uppgiften pa tavlan |

Eleverna borjar med att rita upp figuren pa whiteboardtavlan (1) och dven satta uppgifts-
pappret pa den (2). Darfor ar det rimligt att anta att de initierar probleml6snings-processen
med att tillsammans upprétta en JPS.

3 Love: Eh... Jag skulle vilja hdvda att hela S
triangeln ar likformig

4 Tom: Mm S
Love: Och topptriangeln ar likformig. Och den
har ar likformig. Love: Pekar pa triangeln med omkrets 16

Eller liksidig, heter det. Och da ar dom
likformiga med varandra

6 Tom: Och de &r val dven de déar tva? Tom: Pekar i figuren S

Love: Att dom &r likformiga? S

Det matematiska samtalets innehall bérjar behandla forutsattningarna for en mojlig
I6sningsstrategi (3—7). Eleverna implementerar och provar om strategin & mojlig genom att
jamfora trianglarna i figuren, vilket indikerar att samtalet har dvergatt till sekvens S dér sjalva
I6sningsstrategin skapas, implementeras och provas.
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Sara: Den ar liksidig

Love: Ja. Jo, dom... N3, jag tror inte det

10 Tom: Ja, eller dom... De ar likadana, men at
olika hall
11 Love: Men vi kan ju... For jag tanker, om man S

nu... Vi kan ju gora ett antagande att den ar
liksidig och i sa fall ar det valdigt l4tt att rakna
ut.

12 Sara: Mm S

13 Love: Eh.. Men... Och utifran det kanske vi kan S

bevisa att den &r liksidig, som den
forhoppningsvis dr. Annars far vi tanka om.

| utsagorna 8-10 uttrycker eleverna olika meningar om formen pa trianglarna, vilket leder till
att de borjar klarar ut missforstand och olika asikter under forhandling (vilket inte visas i sin
helhet). Med detta som grund beddmer vi att processen har har gatt éver till sekvens F.
Hanteringen av olika asikter fortsatter tills en av dem kommer med ett forslag pa strategi som
alla kan enas om (11). Nar de da kommer fram till en gemensam acceptans (12—-13) kan de
fortsatta med att implementera och prova sin I6sningsstrategi, vilket tyder pa att de har gatt
over till sekvens S.

14 Love: Mm. Men det maste val stamma. S
15 Tom: Och vad blir det? Det blir... L
16 Sara: Fyrtiotre L
17 Tom: Femton ganger tre, fyrtiofem. Assd minus L
tre, sa fyrtiotva, typ. Sa att bada dom som vi
har sett blir samma resultat

Eleverna fortsatter med att I0sa problemet i sekvens S och avslutas med att Love konstaterar
att lésningen verkar stamma (14). Darefter raknar eleverna fram ett svar pa problemfragan
(15-17), vilket kan tolkas som att de har natt sekvens L dar problemet léses och gruppen nar
sitt mal.

Induktiv analys

Dérefter gjorde vi en induktiv och kvalitativ analys dar vi undersokte hur eleverna anvande
tavlan under problemldsningsprocessen samt vad i det matematiska samtalet som ledde till att
elevers forkortade resonemang kunde utvecklas till att bli kreativt. Darfor tittade vi ndrmare
pa de sekvenser dar vi kunde se att ett forkortat resonemang fortydligades och utvecklades
tills det kunde betecknas som kreativt.

Ett kreativt resonemang definierade vi enligt Granberg & Olsson (2015), som utgar fran
Lithners ramverk (2008). Detta innebér att resonemanget ska innehalla forslag pa
I6sningsstrategier samt matematiskt forankrade argument for varfor de fungerar.

Efter flera noggranna genomlasningar av materialet identifierade vi utsagor som enligt
Krutetskii (1976) kan betraktas som férkortade resonemang. De kdnnetecknades av att de var
korrekta pastaenden eller berdkningar som saknade matematiskt forankrade motiveringar,
vilket kan ses som motsatsen till ett kreativt resonemang. Dessutom noterade vi hur eleverna
anvande whiteboardtavlan just i dessa sekvenser.
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| exempel 2 har vi valt att visa delar av en sekvens fran problem 1 dar ett forkortat pastaende
utvecklas tills det kan antas vara ett kreativt resonemang. Eftersom det matematiska samtalet i
exemplet skapar, implementerar och provar elevernas ldsningsstrategier, betecknas sekvensen
som S enligt analysmallen.

Exempel 2: Passage fran problem 1 dér ett forkortat resonemang utvecklas till att bli kreativt.

Han- | Utsaga Agerande Sekvens
delse enligt
analysmall
18 Sara: Ta bara tjugosju plus sexton plus 24. Sara: Skriver 27+16 +24 pa tavlan och S
Nej, inte 24. Tjugosju plus sexton. suddar 24

Sara ger forslag pa en annan losningsstrategi (18) &n den som gruppen provar i exempel 1. |
utsagan anges bara en berdkning som inte motiveras och darfor inte &r matematiskt forankrad.
Pastaendet kan darfor inte definieras som ett kreativt resonemang enligt Lithner (2008), och
pa grund av detta gor vi tolkningen att det kan ses som ett forkortat resonemang enligt
Krutetskii (1976). Eftersom gruppen i sekvensen skapar, implementerar och prévar en ny
I6sningsstrategi indikerar det att de arbetar i sekvens S.

19 Tom: Motiveral! S

20 Sara: Mm. Sara: Pekar pa Ovre triangeln i S
uppgiftspapprets figur och markerar med
fingret dess tva 6vre sidor som ingar i den
yttre triangeln utan att kommentera.

. . . . . Pekar darefter pa alla horntrianglarna i tur
Tjugosju. Sa alla har ju en sida mot tjugofyra. . ]
och ordning och markerar med fingret deras
sidor vilka ingar i den inre triangelns

omkrets. Markerar till sist den yttre

triangelns omkrets med fingret

Né&r Tom uttrycker ett klargéringsbehov genom att be om en motivering (19) till den
forkortade utsagan (18), borjar Sara utveckla sin tidigare, forkortade utsaga (20). Det vi da ser
ar att eleven i forsta hand anvander whiteboardtavlan (20) genom att peka pa de yttre
trianglarnas sidor som vetter mot den inre triangeln for att forklara och motivera pastaendet.

21 Love: Sa om vi da tanker att tjugosju... Att hela | Love: Ritar de tva benen i en ny triangel och S
triangeln &r den sidan plus den sidan utgar da fran topptriangelns sidor.
Det dr dom har tva sidorna. Pekar pa de aktuella sidorna i den gamla
figuren
Det blir tjugosju. Och sen har vi alla...och sa Fortsatter pa den nya triangelfiguren med
har vi... den sidan &r sexton... att bygga pa det vanstra benet och basen
...och den sidan ar sexton. utifran sidorna i triangeln med omkretsen
Sen har vi bottensidan till tjugosjuan har 16.

Och sa har vi hégersidan i sexton-kvadrat... eh, Drar ut basen till bortre hérnet.

triangeln dar Ritar ut den aterstende delen av det hogra
benet
22 Sara: Mm. For alla har ju tva (sidor, forf anm) | Sara: Pekar pa den yttre triangeln i figuren S

som pekar mot den har, alltsa mot omkretsen pa uppgiftspappret
av den stora triangeln

Och sen en som pekar mot den hér triangeln Pekar pa mittersta triangeln i figuren pa
uppgiftspappret
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Love fortydligar (21) Sara:s verbalt knapphéndiga férklaring (20) av sitt forkortade
resonemang (18) genom att del for del rita upp den yttre triangeln pa whiteboardtavlan. Love
visar da forst pa den redan uppritade figuren vilken del som anvands till den nya figuren (21).
Efter det verbaliserar Sara motiveringen till den tidigare forkortade utsagan (22). Det enligt
Krutetskii (1976) forkortade resonemanget kan da anses ha utvecklats till ett enligt Lithner
(2008) kreativt resonemang. Sjalva resonemanget sker i hela exemplet under turn-taking dar
elevernas utsagor bygger pa varandra, och som tidigare namnts i sekvens S. | exemplet ovan
ar det den elev som forst forde ett forkortat resonemang (18) som sedan utvecklar det till ett
kreativt sadant (22).

Resultat

Problemldsningsprocessens sekvenser

Exempel 1 visar hur problemldsningsprocessen bestar av olika sekvenser och att dessa inte
alltid foljer pa varandra i en bestamd ordning. Processen startar alltid med sekvens | och slutar
alltid med sekvens L. Mellan dessa vandrar skeendet ut och in mellan sekvenserna S och F
utan nagon bestamd foljd.

lgangsattare

Efter noggrann genomléasning av materialet har vi identifierat en typ av utsagor som verkar
fungera som igangséttare for ett matematiskt samtal vilket utvecklar ett férkortat resonemang
till att bli kreativt. Dessa utsagor kan tolkas som ett uttryck for ett klargdringsbehov vilket tar
sig uttryck i form av fragor (“Hur?”), ifragasattanden (“Varfor inte?””), eller uppmaningar att
forklara (“Kan du forklara?”’), motivera (“Motivera!”) eller utvardera (“Men testa!”).

| analysdelens exempel 2 ser vi hur Tom:s klargoéringsbehov i form av en uppmaning (19) till
Sara att motivera sitt forkortade resonemang (18), satter igang ett matematiskt samtal. Detta
samtal sker i form av turn-taking dar elevernas utsagor som bygger pa varandra (20-22)
utvecklar den forkortade berakningen (18), sa att den forankras matematiskt och darmed kan
betraktas som ett kreativt resonemang (22). Detta sker som vi tidigare motiverat i sekvens S.

Exempel 3 nedan visar en passage fran problem 2 dar uttalade klargéringsbehov far samma
effekt som i exempel 2. Aven i denna sekvens skapar och implementerar en I6sningsstrategi
vilket gor att vi bedomer att problemlésningsprocessen sker i sekvens S.

Exempel 3: Passage i sekvens S fran problem 2, dar klargoringsbehov initierar en utveckling
av ett forkortat resonemang till att bli kreativt.

Han- | Utsaga Agerande Sekvens
delse enligt
analysmall
23 David Borijar rita figuren |
24 David: Om man typ drar ut den har... Dit. Pekar pa punkten dér de tva mindre S

halvcirklarna mots
Och tar bort den har lilla...

...sa skulle den har vara exakt lika stor som Pekar forst pa den mellanstora halvcirkeln

den har och sedan pa den stora
25 Adam: Hur? S
26 Sara: Kan du forklara? S
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Efter att ha satt upp uppgiftspapperet pa whiteboardtavlan (23) pabdrjar David en
I6sningsstrategi (24), och dvergar darmed fran sekvens I till sekvens S. Losningsstrategin
beskrivs otydlig och saknar matematisk motivering (24), vilket gor att utsagan kan tolkas som
ett forkortat resonemang. Utsagan utl6ser fragor fran de Gvriga i gruppen (25-26) som tyder
pa att de vill ha ett klargérande.

27 Adam: Men visst, om du tar bort den har. Adam: Pekar pa den minsta halvcirkeln S
Om den hér kanten... Pekar pa den punkt dar de tvd mindre
halvcirklarna mots...

Da skulle den har bagen vara identisk med den | Visar forst pa den mellanstora
har halvcirkelbdgen och sedan pa den storsta.

Ritar en radie i den stora halvcirkeln
For att grejen ar, for att i en cirkel sa ar kanten

alltid samma stracka fran varandra Visar pa radien och markerar sedan stora
Den har strackan... halvcirkelns diameter
...ar samma stracka som till hit
28 David: Ja S
29 Adam: Den ar alltid...Alltsa. Den ar alltid i S
forhallande till...
30 Sara: Eller, alltsa... Strackan har... Sara: Pekar pa den stora halvcirkelns halva S
diameter
..ar lika lang som den har Pekar pa den inritade radien

Efter att fragorna har stallts (25-26) borjar en annan elev an den som uttalade det forkortade
utsagan (24) att utveckla resonemanget (27), men det saknar fortfarande en tydlig matematisk
motivering. Dérefter sker ett ytterligare fortydligande av en tredje elev (30) da resonemanget
far en matematiskt forankrad motivering och darfor kan tolkas som kreativt. Detta sker alltsa
under turn-taking dar elevernas utsagor bygger pa varandra fram till dess att de har utvecklat
resonemanget sa att det uppfyller kriterierna for ett kreativt sddant. Denna process (27—-30)
sker i sekvens S och ser ut att utlésas av de klargoringsfragor (25-26) som stalls efter den
forkortade utsagan (24).

| exemplet ovan &r det inte David, vilken forst forde det forkortade resonemanget (24), som
sedan dr mest aktiv i att utveckla det till ett kreativt sadant (30). Istéllet involverar det
matematiska samtalet i forsta hand de 6vriga tva i gruppen (27-30), som under turn taking
utvecklar det forkortade pastaendet (24).

Nér utsagor som uttrycker ett klargéringsbehov férekommer i andra sekvenser an sekvens S,
ser de inte ut att fungera som igangsattare forran det matematiska samtalet vergar till
sekvens S. | exempel 4 nedan fran problem 2 forekommer flera utsagor i sekvens F som
uttrycker ett klargéringsbehov. Utsagorna foljer pa ett forkortat pastaende, men inte forran
processen overgar till sekvens S borjar gruppen utveckla detta till ett kreativs resonemang.

Exempel 4: Passage i sekvens F fran problem 2, dar klargéringsbehov inte initierar en
utveckling av ett forkortat resonemang till att bli kreativt.

Han- | Utsaga Agerande Sekvens
delse enligt
analysmall
31 David: Fragan dr om det kommer bli storre S

area... eller langd, eftersom det &r tva stycken?

32 Adam: Ja, det ar ju den jag har... Nej, det ar det S
inte
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33 David: Varfor inte? S
34 Adam: Jag vet det bara Adam: Ler F
35 David: Jag vet det bara... Men testa och skriv! David: Skrattar F
36 Sara: Man kan anvanda det vi anvande forut F
37 Adam: Jag har testat att det blir samma F
38 David: Vi borde ju testa F
39 Sara: Men testa pa tavlan F
40 Adam: Ok, men jag testar lite S
41 Adam ritar figuren pa whiteboardtavlan, S
Adam: Om vi sager att den har sidan ar x och markerar sedan den mellanstora

halvcirkelns diameter med x

Adam gor ett pastdende utan nagon matematiskt férankrad motivering (32) vilket darfor kan
ses som ett forkortat resonemang. David ber darefter forst om en motivering till pastaendet
(33), och sedan att pastaendet ska prévas (35, 38) pa whiteboardtavlan. Dessa utsagor kan ses
som att de uttrycker ett klargéringsbehov eftersom eleven dels vill ha en matematisk
motivering till pastdendet (32), och dels prova vill relevansen i uttalandet (32). Aven Sara ger
uttryck for samma klargéringsbehov (39). Utsagorna 33, 35, 38 och 39 kan déarfor tolkas som
igangsattare som uttrycker ett klargéringsbehov. Men dessa igangsattare initierar inte ett
utvecklande av den forkortade utsagan (32) sa lange eleverna forhandlar, och darfor befinner
sig i sekvens F (34-39). Inte forran de har enats om hur de ska ga vidare, gar
problemldsningsprocessen Over i sekvens S (40-41). Efter 41 fortsétter eleverna att under
turn-taking utveckla den forkortade utsagan (32) till ett generellt samband som utgér en
matematiskt forankrad motivering till pastaendet. Detta sker under ett langt matematiskt
samtal som inte visas i exemplet.

Efter upprepade genomlasningar av vart material har vi sett att utsagor i sekvens S som
uttrycker ett klargéringsbehov, sétter igang ett matematiskt samtal dar forkortade resonemang
utvecklas till att bli kreativa sadana. Det matematiska samtalets diskurs andras saledes och
darfor har vi goda skél att benamna dessa utsagor for igangséttare.

Vi har éven sett att denna process alltid sker under turn-taking, och att det inte nédvandigtvis
ar den elev som forst fort ett forkortat resonemang som ar mest aktiv i att utveckla detta. Men
att det kollaborativa arbetssattet gor att alla i gruppen nar en gemensam forstaelse och
omfattar det utvecklade resonemanget. Att denna process endast fungerar i sekvens S kan
tankas bero pa att det endast ar i denna sekvens som det sker en turn-taking, och att det darfor
bara &r dar som resonemanget kan utvecklas.

Whiteboardtavlans roll i det matematiska samtalet

Elevernas agerande visar att whiteboardtavlan som gemensam arbetsyta har en central roll i
det matematiska samtalet. Under problemlésningsprocessens alla fyra sekvenser skriver
eleverna berdkningar och samband samt ritar figurer och pekar for att visualisera och
fortydliga vad de menar. Detta framgar i samtliga exempel under agerandekolumnen.
Whiteboardtavlans betydelse for fortydligandet av det forkortade resonemanget exemplifieras
i exempel 2 genom Sara:s agerande (20) i sekvens S. Eleven motiverar inte sin foreslagna
I6sningsstrategi med ord, utan anvander tavlan i forsta hand for att visa vad som ligger bakom
hens tidigare forkortade uttalande.
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Dessutom ger tavlan alla i gruppen en mojlighet att kontinuerligt évervaka processen.
Overvakningen underlattar i sin tur for var och en att delta aktivt i det matematiska samtalet
och pa sa satt bidra med sina resurser i problemlésningsprocessen. Detta visar
whiteboardtavlans betydelse da ett forkortat resonemang utvecklas till ett kreativt sddant i en
kollaborativ problemlésningsprocess.

Diskussion

Sammanfattningsvis kan vi utifran vart material anta att whiteboardtavlan och det
kollaborativa arbetssattet i samverkan med problem som definierats enligt Lithner (2008),
leder till farre forkortningar for elever som traditionellt ofta forkortar sitt matematiska
resonemang enligt Krutetskii (1976). | var studie sker detta i en prestationshomogen grupp,
vilket tidigare har undersokts i samband med kooperativt arbetssétt (Coleman & Cross, 2014;
George, 1976; Hunt, 1996). Dessa studier har da visat att matematiskt begavade elever
presterar battre under dessa omstandigheter, vilket ar i samklang med vara resultat. |
sammanhanget ar det val vart att notera att det finns indikationer pa att eleverna under dessa
omsténdigheter endast presterar battre om problemen de arbetar med ér tillrackligt utmanande
(Diezmann & Watters, 2001; Tretter, 2005). Detta understryker vikten av problemens
utformning och vara resultat tyder pa att Lithners ramverk (2008) med fordel kan anvandas
for att uppna detta. Granberg och Olsson (2015) bekréaftar att problem utformade efter
Lithners ramverk har en positiv effekt pa problemlésningsprocessen, vilket vi dven ser tecken
pa i vart material.

Efter upprepade genomlasningar av elevernas arbete har vi sett att problemlésningsprocessen
genomgar olika sekvenser, vilket dven framgar i tidigare studier (Pélya, 1966). Vi har aven
sett att processen ar cyklisk och att den fluktuerar mellan sekvenserna utan en viss ordning,
vilket dverensstammer med Carlson och Blom (2005). Var induktiva analys visar att nar det
matematiska samtalet pagar i sekvens S kan det uppstéa en utveckling av ett forkortat
resonemang till ett kreativt sadant. Efter noggrann analys av vart material har vi goda skal att
tro att det ar uttalanden som uttrycker behov av klargéranden som satter igang denna process,
och darfor har vi valt att kalla dem for igangsattare. Dessa igangsattare verkar enbart fa den
effekten nar sjélva problemldsningsprocessen befinner sig i sekvens S. Vi har dven sett att det
matematiska samtal som uppstar efter en igangséattare, och som da utvecklar ett forkortat
resonemang till att bli kreativt, alltid sker i form av turn-taking. Detta indikerar da att det
kollaborativa arbetssattet, dar kommunikation uppstar i form av ett matematiskt samtal, skulle
vara en forutsattning for att dessa igangsattare kan uppsta. Men det matematiska samtalet &r
inte bara en forutsattning for att igangsattare ska uppsta och bidra till ett utvecklat
resonemang, utan aven for att turn-taking ska komma till stand.

Som redan namnts ar kommunikation i form av ett matematiskt samtal en forutsattning for
problemldsningsprocessen, nar den sker i ett kollaborativt ssmmanhang. Vi har i var studie
sett exempel pa att for elever som forkortar sitt resonemang kan det dock vara lattare att
visualisera sina tankar an att uttrycka dem med ord. Darfor underlattar tillgangen till
whiteboardtavlan som gemensam arbetsyta pa sa satt kommunikationen. Elevernas flitiga
anvandning av tavlan under hela problemlésningsprocessen talar for detta och understryker
dess vikt som redskap for att utveckla det forkortade resonemanget till att bli kreativt. Vikten
av tillgangen till en gemensam arbetsyta under problemldsningsprocessen lyfts fram av
Granberg och Olsson (2015), men i deras studie utgjordes arbetsytan av en dator. Aven
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Liljedahl (2016) poangterar den gemensamma arbetsytans vikt och visar da pa att en
horisontell whiteboardtavla paverkar aktivitet och resultat i problemlésningsprocessen i
positiv riktning mer &n andra icke-digitala alternativ.

Tidigare forskning (Granberg & Olsson, 2015; Roschelle & Teasley, 1994) har redan
bekraftat att eleverna nar langre nar det galler kunskap och forstaelse om probleml6sningen
sker under kollaborativt arbete vid en gemensam arbetsyta och under ett matematiskt samtal.
De tidigare studier som ar gjorda pa elever med hog matematisk begavning har haft inriktning
pa kooperativt eller individuellt arbete, och visar att dessa elever nar langre i sina resultat
under ett kooperativt arbetssatt i prestationshomogena grupper an vid individuellt sadant
(Szabo, 2017). Som komplement till detta tyder var studie pa att elever med hog matematisk
begavning samarbetar effektivt under kollaborativa arbetsformer och da aven uppnar béttre
resultat nar det galler resonemangskvalitet &n vid individuellt arbete.

Vad som kan bidra till farre forkortningar for elever med hog matematisk begavning har sa
vitt vi vet inte heller undersokts i tidigare forskning, men utifran vart material har vi god
anledning att tro att problem definierade av Lithners ramverk (2008) samt ett kollaborativt
arbetssatt med en gemensam arbetsyta, leder till att férkortade resonemang enligt Krutetskii
(1976) utvecklas och blir kreativa.

Ytterligare ett nytt bidrag ar att var studie talar for att nar elever med hog matematisk
begavning far arbeta under de ovan namnda forhallandena samt i prestationshomogena
grupper, kan deras forkortade resonemang enligt Krutetskii (1976) utvecklas till att bli
kreativa enligt Lithners definition (2017). De faktorer som bidrar till detta verkar vara utsagor
som uttrycker ett klargéringsbehov och som satter igang ett matematiskt samtal i form av
turn-taking. Men denna process sker endast i sekvens S eftersom det bara ar dér som en turn-
taking uppstar.

| svensk skola utgor ju férmagorna att resonera och kommunicera, underlag for bedomning i
amnet matematik. For att en rattvis bedémning ska kunna ske for de elever som forkortar sitt
resonemang, ar det inte orimligt att anta att de arbetsformer som beskrivs i studien skulle
kunna bidrar till att utveckla dessa formagor. | ett individuellt arbetssatt har den aktuella
elevgruppen varken tillgang till en gemensam arbetsyta eller det matematiska samtalet med
igangsattare, och gar darfor miste om dessa redskap for att kunna utveckla sitt forkortade
resonemang. Detta kan leda till att deras egentliga forstaelse och kunskap inte synliggors och
darfor ar det formodligen viktigt for just dessa elever att fa arbeta under foljande
forhallanden:

I prestationshomogena grupper

under kollaborativa arbetsformer

vid en gemensam arbetsyta, och da med fordel en horisontell whiteboardtavla

med problem som utmanar eleverna pa en for dem anpassad niva med ett innehall som
ar helt eller delvis okant, samt att problemen kan Iésas utan traditionella metoder och
aven ge upphov till ett kreativt resonemang

Vi vill till sist framhéava att den har studien har skett i svensk skola med elever fran arskurs
nio som sedan tidigare k&nner varandra och &r val bekanta med att arbeta kollaborativt vid en
gemensam arbetsyta. Med ett annat elevunderlag i ett annat sammanhang och med en annan
analysmodell, skulle vi sdkert kunnat fa andra resultat som lett till andra slutsatser.
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Bilaga 1: Problem 1 och 2 samt |6sning av dessa

Problem 1
Talen i figuren visar omkretsen i var och en av de 4 trianglarna.
Vad ar omkretsen av den stora triangeln?

Motivera ditt svar.

22



Problem 1 - Lésningar
Problem 1 hamtat fran: Pythagoras Quest. (2009).

Nytt innehall for eleverna

Hur den yttre triangelns omkrets ska kunna beraknas ur deltrianglarnas

Losning 1

Summan av den yttre samt den inre triangelns omkrets ar 27 + 16 + 24. Varje stracka kan bara
anvéandas EN gang i berakningen av den yttre triangelns omkrets. Darfor maste de strackor
som bildar den inre triangeln tas bort for att fa den yttre triangelns omkrets.

27 + 16+ 24 — 24 = 43

Losning 2

Om den Oversta triangeln &r liksidig blir alla sidor 9
Om den vanstra triangeln &r liksidig blir varje sida 16/3
Dérfor borde varje sida vara 9 + 16/3

Omkretsen blir da 3 x 9 + 3 x 16/3, det vill sdga 27 + 16 = 43

Resonemangstyp

Losning 1: Globalt Kreativt Resonemang (GKR), vilket innebér att den storsta delen av
I6sningen &r ok&nd for eleverna. Det finns inga liknande problem eller exempel i de laromedel
som eleverna har arbetat med.

Ldsning 2: Lokalt Kreativt Resonemang (LKR). Det finns inga liknande problem eller
exempel i de laromedel som eleverna har arbetat med, men daremot flera som behandlar
liksidiga trianglar. Om eleven véljer att utga fran antagandet att tva trianglar ar liksidiga, finns
det flera exempel som behandlar och utgar fran liksidighet. Det nya ar att det ar flera trianglar,
att det ar den storre som ska berdknas samt att det dven finns en inre triangel.
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Problem 2

| en halvcirkel ritar vi ytterligare tva halvcirklar, enligt figuren nedan.

Ar den stora halvcirkelns langd storre, mindre eller lika med summan av
de tva inskriva halvcirklarnas langder?

Besvara fragan utan att mata i figuren eftersom den inte nédvandigtvis ar skalenlig.
Ej minirdknare.

Motivera ditt svar.
Finns det mer an en lI6sning?
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Problem 2 - Lésningar
Problem 2 och I6sning hamtat fran: Szabo, A. (2013).

Nytt innehall for eleverna

Tva okanda strackor ska bestammas

Losning 1

Notera den stora cirkelns diameter med d

Den stora cirkelns omkrets =« - d

Den stora halvcirkelns langd == - d/2

Notera den mindre inskrivna cirkelns diameter med x

Den storre inskrivna cirkelns diameter =d — x

Summan av de tva inskrivna cirklarnas omkrets = - x + n(d — X) = nx + nd — nx = nd
Summan av de tva inskrivna halvcirklarnas lingder =« - d/2

Svar: Den stora halvcirkelns langd &r lika med summan av de tva inskriva halvcirklarnas langder.

Ldsning 2

Ange den stora cirkelns diameter med ett tal, t.ex. 3

Den stora cirkelns omkrets =7 - 3

Den stora halvcirkelns langd =7 - 3/2 =1,5n

Notera den mindre inskrivna cirkelns diameter med 1

Den storre inskrivna cirkelns diameter =3 -1=2

Summan av de tva inskriva cirklarnas omkrets=m -1 +7n-2=3n

Summan av de tva inskriva halvcirklarnas léngder =m - 3/2 = 1,5n

Sedan testas det med ett nytt tal for den stora cirkelns diameter, t.ex. 5

Ovanstaende procedur upprepas for att testa om de tva langderna ar lika.

Efter det kan man generalisera resultaten, genom att t.ex. konstatera att ”Detta verkar stimma
i varje cirkel. Lat oss notera den omskrivna cirkelns diameter med d, den minsta cirkelns
diameter med x och den andra cirkelns diameter med d — x”.

Sedan genomfdr man den ovan beskrivna allmanna lésningen.

Svar: Den stora halvcirkelns langd &r lika med summan av de tva inskriva halvcirklarnas langder.

Resonemangstyp

Losning 1: Globalt Kreativt Resonemang (GKR). Det finns inga liknande problem eller
exempel i de laromedel som eleverna har arbetat med.

Losning 2: Lokalt Kreativt Resonemang (LKR). Det finns inga liknande problem eller
exempel i de laromedel som eleverna har arbetat med, men de har under arens lopp ibland
anvant metoden att préva sig for att komma framtill en 16sning.
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